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 Существуют некоторые классы методов для решения интегральных уравнений 
Вольтерра второго рода. Однако, каждый из этих методов имеет свои преимущества 
и недостатки. Предложенный здесь метод отличается тем, что при его построении 
используются известные методы Адамса. Если учесть, что существует класс методов 
Адамса, то преимущество такого подхода очевидно. Построены конкретные методы и 
алгоритм для применения их к решению модельного интегрального уравнения типа 
Вольтерра.  
 
 Ключевые слова: метод Адамса, интегральное уравнение Вольтерра, задача 
Коши, гибридные методы.  
 
 Как известно, решения многих задач естествознаний сводятся к 
решению интегральных уравнений. Среди них наиболее популярными 
являются интегральные уравнения типа Вольтерра. Найти точное реше-
ние таких уравнений, даже в линейном случае, удается не всегда. Поэто-
му для решения интегральных уравнений типа Вольтера, в основном, ис-
пользуются приближенные методы. Среди приближенных методов наи-
более часто применяемыми к решению интегральных уравнений, являют-
ся численные методы. Одним из известных численных методов для реше-
ния интегральных уравнений является метод квадратур. Сам основопо-
ложник теории интегральных и интегро-дифференциальных уравнений 
Вито Вольтерра для нахождения приближенных решений интегрального 
уравнения с переменными границами использовал метод квадратур (см. 
напр. [1]). Поскольку Вольтерра фундаментально исследовал линейное 
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интегральное уравнение, естественно,  что он применил метод квадратур 
к решению линейного интегрального уравнения с переменными граница-
ми (см. напр. [2]). Отметим, что метод квадратур и сейчас применяется к 
решению нелинейного интегрального уравнения Вольтерра. Рассмотрим 
следующее нелинейное интегральное уравнение Вольтерра: 

XxsxdssysxKxfxy
x

x

≤≤≤+= ∫ 0,))(,,()()(
0

.                       (1) 

 Предполагаем, что достаточно гладкие функции )(xf  и ),,( ysxK  
определены в некотором замкнутом множестве. А также предполагаем, 
что уравнение (1) имеет единственное решение )(xy , которое определено 
на отрезке ],[ 0 Xx . Для нахождения приближенных значений решения 
уравнения (1) функции )(xy , отрезок ],[ 0 Xx  разбиваем на N -равных 
частей с помощью точек ,...)2,1,0(0 =+= iihxxi . Здесь постоянный па-
раметр h<0  - является шагом разбиений отрезка  ],[ 0 Xx  на N  равных 
частей. Обозначим через iy - приближенные, а через )( ixy - точные значе-
ния решения )(xy  уравнения (1) в точках ,...)2,1,0( =ixi . 
 К исследованию уравнения (1) посвящен ряд работ разных авто-
ров, в которых рассмотрены определения условий для существования и 
единственности решения, нахождения  приближенно-аналитических или 
численных решений уравнения (1) (см. напр. [3]-[17]). Некоторые авторы, 
используя связь между обыкновенными дифференциальными уравнения-
ми и интегральными уравнениями Вольтерра к решению последнего 
предложили использовать сплайн функции,  методы коллокации, метод 
конечных элементов, метод Рунге-Кутты и т.д. В этой работе для числен-
ного решения уравнения (1) предлагается использовать  экстраполяцион-
ный и интерполяционный методы Адамса. 
  

Построение методов типа Адамса для решения уравнения (1) 
 Как было отмечено выше, классическим методом решения уравне-
ния (1) является метод квадратур, который при применении к решению 
интегрального уравнения Вольтерра второго рода в одном варианте имеет 
следующий вид: 

∑
=

+=
n

i
iininn yxxKAhfy

1
),,( ,                                  (2) 

здесь величины ),...,2,1( niAi =  являются коэффициентами метода квад-
ратур, а )0()( ≥= mxff mm . Как видно из формулы (2), если предпо-
ложим известность значений величин nyyy ,...,, 21 , то при применении ме-
тода квадратур для вычисления значений 1+ny  сумма в формуле (2) вы-
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числяется заново, поскольку в нем участвуют величины ),,( 1 iin yxxK + . В 
отличие от метода (2), здесь предлагаем метод, который освобожден от 
указанных недостатков за счет использования известных значений 

nknkn yyy ,...,, 1+−−  в линейной части предложенного метода. С этой целью 
уравнение (1) запишем в следующем виде: 

+−+=+= ++++ ∫
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 При использовании формулы (3) основная трудность связана с вы-
числением интеграла: 

∫ ′
nx

x
nx dssysKh

0

))(,,(ξ .                                      (4) 

 С целью вычисления интеграла (4) рассмотрим следующее равен-
ство 

∫ ′++′=′
x

x
x dssysxKxyxxKxfxy

0

))(,,())(,,()()( .             (5) 

Если в равенстве (5) положим nx ξ= , то имеем: 
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Рассмотрим следующее выражение: 
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Учитывая (5)-(7) в равенстве (3), затем, заменяя )( nξϕ′  производные и 
значения величин ))(,,( nnn yK ξξξ  некоторой суммой, имеем: 

∑∑
= =

−+−+−+++ +−+=
k

j

j
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j
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11 ),,(β .            (8) 

 Очевидно, что при 0→h  интеграл (4) стремится к нулю. Однако, 
выше мы определили порядок сходимости интеграла (4) к нулю. Коэффи-
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циенты )0;0()( ≥≥ jij
iβ  подбираем так, чтобы порядок сходимости ин-

теграла (4) к нулю совпадал с точностью метода (8).  
 Для сравнения метода (8) с методами Адамса, рассмотрим случай 

),(),,( ysysxK ϕ= . Тогда из равенств (5) имеем: 
Xxxxfxyyxxfxy ≤≤=+′=′ 000 ),()(),,()()( ϕ .                 (9) 

Полученный метод является задачей Коши для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Метод Адамса в одном варианте для решения зада-
чи (9) может быть записан в следующем виде: 

∑
+−=

+++ +−+=
1

1
11

ki
ininnnn hffyy ϕβ .                             (10) 

Очевидно, что при построении методов типа (8), основная труд-
ность заключается в определении значений коэффициентов )( j

iβ . С этой 
целью можно использовать схемы, изложенные в работе [17]. Однако, для 
построения методов типа (8), здесь мы будем использовать известные ме-
тоды Адамса, которые можно найти в ученых пособиях. В качестве при-
мера рассмотрим следующий метод трапеции: 

2/)( 11 ++ ′+′+= nnnn yyhyy . 
Соответствующий метод для решения уравнения (1) на базе метода тра-
пеции может быть построен в следующем виде: 

++−+= ++ ),,((11 nnnnnnn yxxKhffyy  
4/)),,(2),,( 1111 ++++ ++ nnnnnn yxxKyxxK .                        (11) 

Очевидно, что метод (11) является неявным. Поэтому для приме-
нения метода (11) к решению конкретных задач можно использовать схе-
мы прогноза-коррекции и в качестве метода прогноза можно использо-
вать следующий метод: 

2/)),,(),,((ˆ 11 nnnnnnnn yxxKyxxKhyy ++= ++ . 
Для построения более точных методов, можно использовать метод 

Симпсона. Тогда имеем: 
+++= +++++++ ),,(2),,(( 1112222 nnnnnnnn yxxKyxxKhyy  

.3/)),,(),,(2),,(2 1112 nnnnnnnnn yxxKyxxKyxxK −++ ++++     (12) 
Построим алгоритм для использования метода (12). 
 
 ВВОД граничные точки 0x , X ; начальное значение 0y ; функции 

)(xf  и ),,( ysxK ; положительное целое N . 
ВЫВОД аппроксимация ny  на )( nxy  при N  значениях x . 
ШАГ 1 NxXh /)( 0−= ; 
ШАГ 2 Для 2,...,2,1,0 −= Nn  выполнить Шаги 3-10. 
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ШАГ 3 nhxxn += 0 . 
ШАГ 4 Вычислить 

2/)),,(),,((ˆ 111 nnnnnnnnnn yxxKyxxKhyffy +++−= +++ . 
ШАГ 5 Вычислить  

4/))ˆ,,(2),,(),,(( 111111 ++++++ ++++−= nnnnnnnnnnnnn yxxKyxxKyxxKhyffy . 
ШАГ 6 Вычислить   

)),,(),,((~
11111222 ++++++++ +++−= nnnnnnnnnn yxxKyxxKhyffy . 

ШАГ 7 Вычислить  

.3/))~,,(),,(),,(3
),,(),,(),,(2(
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ШАГ 8 Вычислить  

.3/)),,(),,(2),,(2
),,(2),,((

1112

11122222

nnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

yxxKyxxKyxxK
yxxKyxxKhyffy

−+
++++−=

++++

++++++++  

ШАГ 9 Вычислить 222 )( +++ −= nnn yxyε . 
ШАГ 10 ВЫВОД ( 22; ++ nny ε ). 

ШАГ 11 СТОП. 
 
Рассмотрим примеры по применению метода (12).  

Пример 1. Решим уравнение ]1,0[,
1

)(1)(
0

2

2

∈
+

+
= ∫ xds

s
syxy

x

, точное 

решение которого xxy =)( . Возьмем 1.0=h  и, используя последний ал-
горитм, получим 3

10 101.847 −⋅=ε . 

Пример 2. ]1,0[,)(1)(
1

0

∈+= ∫ xdssyxy , точное решение xexy =)( . 

Возьмем 1.0=h . Тогда полученная погрешность будет равна 
4

10 102.081 −⋅=ε . 
Результаты размещены в следующей таблице: 
 

n  nx  Пример 1 Пример 2 
1 0.10 0.0001667097524869 0.0000191209610371 
2 0.20 0.0003342988542716 0.0000275434615415 
3 0.30 0.0005037360656066 0.0000383321929619 
4 0.40 0.0006760920321538 0.0000518192835621 
5 0.50 0.0008525500003578 0.0000683369678002 
6 0.60 0.0010344176597812 0.0000882170982445 
7 0.70 0.0012231402308971 0.0001117923606098 
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8 0.80 0.0014203149293417 0.0001393990700809 
9 0.90 0.0016277069513890 0.0001713813214079 

10 1.00 0.0018472671406249 0.0002080961843300 
 
Вывод. Здесь мы описали одну схему для построения метода типа 

квадратурных, не имеющий недостатки, подобные недостаткам метода 
квадратур. Известно, что один из основных вопросов заключается в на-
хождении значений коэффициентов, который здесь решается с использо-
ванием коэффициентов методов Адамса. Выше подобранные методы яв-
ляются неявными. Известно, что эти методы обычно бывают более точ-
ными, чем явные методы. Однако, при их использовании возникают 
трудности в определении решений нелинейных уравнений, которые в 
данной работе решаются с помощью схемы прогноза-коррекции. Мы счи-
таем, что результат данной работы является перспективным. 
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ВОЛТЕР ТИП ИНТЕГРАЛ ТЯНЛИЙИН ЩЯЛЛИНЯ АДАМС ЦСУЛУНУН ТЯТБИГИ 

 
Г.Й.МЕЩДИЙЕВА, Р.Р.МИРЗЯЙЕВ, А.М.ГУЛИЙЕВА, Т.М.ЯСЭЯРОВ 

 
ХЦЛАСЯ 

 
 ЫЫ нюв Волтер интеграл тянликляринин щялли цчцн бязи цсуллар синфи мювъуддур. Лакин 
бу цсулларын цстцн вя чатышмайан ъящятляри вар. Бурада тяклиф олунан цсул онунла фярглянир 
ки, бу цсулун гурулмасында мялум Адамс цсулларындан истифадя олунур. Яэяр нязяря алсаг 
ки, Адамс цсулларынын синифляри мювъуддур, онда бу ъцр йанашманын цстцнлцйц ашкар 
олаъагдыр. Бурада Волтер интеграл тянлийинин щялли цчцн конкрет цсул вя алгоритм гурулуб.  
 
 Ачар сюзляр: Адамс цсулу, Волтер интеграл тянлийи, Коши мясяляси, щибрид цсуллар. 
 

 
AN APPLICATION OF THE ADAMS METHOD TO SOLVING  

AN INTEGRAL EQUATION OF VOLTERRA TYPE 
 

G.Yu.MEHDIYEVA, R.R.MIRZAYEV, A.M.GULIYEVA, T.M.ASKEROV 
 

SUMMARY 
 

There are some classes of methods for solving the second type Volterra integral equa-
tions. However, each of these methods has its advantages and disadvantages. The proposed 
method differs from the known methods as its construction uses the known Adams methods. If 
we consider that there is a class of Adams methods, then the advantage of such approach is 
obvious. Here are constructed concrete methods and algorithm for their application to the solu-
tion of the specific Volterra integral equation. 

 
Key words: Adams methods, the Volterra integral equation, Cauchy problem, hybrid 

methods. 
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